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Aufgabe 1 28 Punkte

Beantworten Sie die folgenden Fragen 1.) bis 7.) auf denmrelgethden karierten Papier (nicht
auf dem Aufgabenblatt), indem Sie jeweils fede der Aussagen A) bis D) entscheiden, ob sie
korrekt ist oder nicht. Schreiben Sie z. B.

1)A,B,C,D
wenn Sie der Meinung sind, dass bei Frage 1.) die Aussage)&utreffen und die Aussagen

B) und D) nicht zutreffen. Eine Begndung ist nicht notwendig. Bei jeder Fragénken 0 bis
4 der gegebenen Aussagen richtig sein. Falsche Antwditeer zu Punktabzug.

1) Gegeben sind die beiden ZVA und Y. Beide sind statistisch unahhgig und
gemeinsam normalverteilt. Die WDFRif X ist gegeben durclfy(xz) = N(0,1), die
WDF fir Y durch fy- () = N(0,v/2). (4 Punkte)

A) Es gilt: 2f000 fx(x)dx = fooo fy(y)dy
B) DefiniertmanZ alsZ = X + jY, so ist der Betrag vo#, | Z| Rayleigh-verteilt.

C) Definiertman/ alsU = X + Y, so ergibt sichiir die WDF vonU':
fu(u) = N(0,V3)

D) Definiert manV alsV = X — Y, so ergibt sichiir die WDF vonV:
fr(v) = N(0,V3)

2.) Es wird ein statioarer GauR-Prozesks(t) betrachtet. Die WDF vorX () ist ge-
geben durchfx(x) = N (u,0), das LDS durchSyx (jw) = «. Welche Aussagen sind
richtig? (4 Punkte)

A)  Wenno endlich ist, ist der Wertebereich von(t) beschankt.
B)  Der ProzessX (t) ist weil3.
C) DefiniertmanZ(t) = X (t+to) — X (t—to) mitty > 0, ist Z(t) ein weil3er Prozess.

D) Die Zufallsvariabley = >-M | X?(t,,) ist x>-verteilt, wenno = 0 undo = 1 gilt.




3.) Gegeben ist die folgende graphische Darstellung einertfamk

A
|
0
Was lonnte diese graphische Darstellung beschreiben? (4 Bunkte

A) Die WDF eines statioféren, reellen ZPes.
B) Die AKF eines statioaren, reellen ZPes.
C) Die KKF zweier statioarer, reeller ZPe.

D) Das LDS eines stati@men, reellen ZPes.

4.) Die ZVn X undY werden durch die linearen Abbildungen(z,y) und gy (z, )

auf die Variablen/ und V' abgebildet. Es gillV = ¢,(X,Y) undV = gy(X,Y). Die
Abbildungeng, (X,Y) und g,(X,Y’) werden im Vektorg(x,y) = [g1(x,v), g2(z, y)]*
zusammengefasst, wobei’” die Transposition darstellt.. AuRerdem sind folgende gra-
phische Darstellungen der Verbund-WDFen gegeben:
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Dabei sindfxy (x,y) und fyv(u,v) in den grau unterlegten Bereichep(b — a)? und
sonsto. (4 Punkte)

Hinweis: Die genaue Kenntnis v@iz, y) ist zur Bearbeitung nicht notwendig.
A)  Der Betrag der Jacobi-Determinante der Abbildgig, v) ist 1.
B)  Die VariablenX undY sind statistisch unalé@mgig.
C)  Esqilt > fxy(z,a)de = [ fxy (o, y)dy.
D) Es gil'[f;O fov(u,a)du = f;o fov(a,v)dv.



5.) Eswird der ZPY (t) betrachtet. Es gilt'(t) = Zﬁle X,(t), dabei sind die Prozesse
X, (t) statistisch unakingig, mittelwertfrei und gleichverteilt. (4 Punkte)

A)  Je gbRer N ist, desto besser kann die Verteilung des Proze¥ses mit einer
Gaul3-Verteilung angémert werden.

B) Es gllt Ryy(tl, tg) = 27]:[:1 RXan (tl, tg).
C) Sind alle ZPeX,,(t) ergodisch, so isY'(t) statiorar.

D) Istder ZPY (t) statiorar, so sind die ZP«(,,(¢) notwendigerweise ergodisch.

6.) Die ZVn X undY sind statistisch unakimgig. Die WDFen der beiden ZVn sind
gegeben durclix (z) = A\je %e(z) und fy (y) = dae *2Ve(y). (4 Punkte)

A) Ist ein SclatzerA, fur )\, konsistent, so unterschreitet seine Varianz die Cramer-
Rao-Schranke.

B) Sind zwel SchtzerMX upd Myjijr die Mittelwerte vonX undY erwartungstreu,
so ist der ScltzerD = My — My fur den Mittelwert der Differend = X — Y
auch erwartungstreu.

C)  Die Log-Likelihood-Funktionin(fxx, (z|A1)) weist ihr Maximum an der selben
Stelle wie die Likelihood-Funktiorfx |, (z|A;) auf.

D) Gilt Ay = )y, sO0istZ = X — Y mittelwertfrei.

7.) Es sind die ZPeX(t) und Y (t) gegeben. Beide Prozesse sind schwach station
unkorreliert und besitzen einen Mittelwerty = my, = m. Die Autokorrelationsfunk-
tionen sind gegeben durdRy x (1) = Ryy(7) = e~ 1"l + m?2. Der ZP Z(t) ist definiert
durchZ(t) = X(t—1)-Y(t+1). (4 Punkte)

A)  Esdilt Rzz(1) = e T 4 eI+
B) Esgilt:Cxx(r) =e I,

C) Esgilt:Cxy () = 0.

D) Esgilt:Cxz(r) = 0.



Aufgabe 2 22 Punkte

Gegeben sind die beiden statistisch uraighgen ZVnX; und X,. Die WDFen der beiden
Variablen sind gegeben durch

1 furo<a, <1,
0 sonst

Fo (1) = 57 und f(e2) = {

Fur die ZvnU undV gilt

U:X1—|—2X2,
V:Xl—X2+1

a) Bestimmen Sievx,, mx,, 0%, undo, . (3 Punkte)
b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitét{X, > 0.8) und P(X, < 0.8 N X; > 0) an.

(2 Punkte)
c) Berechnen Sie den Erwartungsw&{t/V'}. (4 Punkte)

d) SindU und V' unkorreliert? SindJ und V' orthogonal? Begmden Sie lhre Antwort.
(2 Punkte)

Die beiden ZVnX; und X, werden zu einem ZufallsvektaX zusammengefasst, auRerdem
sind der determinierte Vektdr und die determinierte Matri:A wie folgt gegeben:

x=(%)v=(2) 2=(53)

Der VektorX wird nun wie folgt abgebildet:

Y - ( " ) _ G(X) = A(X +b).
Y5
e) Bestimmen Sie den Erwartungswé&ftY } in Abhangigkeit vono und . (4 Punkte)

f) SindY; undY; fur o = 0 und 5 = 0 statistisch unaldngig? Berechnen Sie die Verbund-
dichte fy,y, (y1,y2) fura = 0und g = 0. (7 Punkte)



Aufgabe 3 18 Punkte

Gegeben sei folgendes Blockschaltbild:

Y(n) »é
X@);»@—» 5(n — ng) ¥ > 7(n)

Dabei sindX (n) und N(n) zwei mindestens schwach statiwea Gaul3prozesse, die zu den
diskreten Zeitpunktem < 7Z abgetastet werden. Der mite* bezeichnete Block stellt eine
Verstrkung um den Faktar und der mit 6(n—ng)” bezeichnete Block stellt eine Vaigerung
umn, Abtastperioden dar. Es gilty = mx = 0 unda > 0.

Ferner sindRy x (k), Ryn (k) und Ry v (k) gegeben durch

Rxx(k) =d0(k+1) +35(k) +d(k — 1),
Rny (k) = 20(k),
Rxn(k) = —5(k + 3).

In den Teilaufgaben a) und b) seien= 2 undn, = 1.

a) Berechnen Sie? undo?. Skizzieren Sie die WDFen voi (n) undY (n), fx(z) und
fv (y) in ein Koordinatensystem und beschriften Sie die vertikalese an der Stelle der
Maxima der beiden Funktionen. (4 Punkte)

b) Zeichnen Sie eine beliebige, nicht verschwindende Miistktion von X (n) furn =
—4,-3,...,3,4 und den dazugélrigen Verlauf vonY (n) furn = —3,—-2,... ,2,3in
getrennte Koordinatensysteme und beschriften Sie beitisekc (3 Punkte)

c) Handelt es sich bek (n) und/oderN(n) um streng staticiire Prozesse? Sindl (n)
und/oderN (n) weiRe Rauschprozesse? Bagien Sie Ihre Antwort. (3 Punkte)

In den Teilaufgaben d) bis f) seien die Paramet@ndn, unbekannt, aber determiniert.

d) Bestimmen Sid?; (k) undCyz(k) in Abhangigkeit vono undny. (6 Punkte)

e) Berechnen Sie% in Abhangigkeit vono undn. (2 Punkte)



Aufgabe 4 27 Punkte

Gegeben sei folgendes Blockschaltbild zur Befreiung degdiignalsX (¢) von den Strsigna-
len Ny (t) und Ny (t):

X(t) () Dl ey L
Ni(t) E(t)
Nat) L o) 20

Die ZPe N, (t), N»(t) und X (¢) sind statistisch unal@imgig und mittelwertfrei. Die LDSen der
ZPeN,(t), No(t) und X (¢) sind gegeben durch

Snin (Jw) = rect(%) und Sy, (Jw) = Sxx(jw) = rect(%) :

Die FrequenzgngeH, (jw) und H(jw) sind gegeben durch

\/rect(f) + 2 rect(¥) |

rect(%)

Hy(jw) = rect(%) und H,(jw) =

Dabei gilt

1 for|w| < i,
rectw) = { 0 | ‘sonét

a) Berechnen Sie die LDSe&fyy (jw), Szz(jw) und Szy (jw). Die angegebenen Funktio-
nen r Frequenzgnge und LDSen brauchen dabei nicht eingesetzt zu werdehY )
und Z(t) unkorreliert? Bedinden Sie lhre Antwort. (7 Punkte)

b) Setzen Sie die angegebenen Funktiorigri-fequenzgnge und LDSen in den Ausdruck
fur Syy (jw) ein, zeichnen Si&yy (jw) im Bereich|w| < 4 in ein Koordinatensystem
und beschriften Sie beide Achsen. (4 Punkte)

c) Berechnen Sie\”. (3 Punkte)

d) Bestimmen Sie den Frequenzgarngw) eines allgemeinen nichtkausalen Wiener-Filters
in Abhangigkeit der gegebenen LDSen und Frequéngg im Bereichw| < 3, so
dass€{E?(t)} minimal wird. Die angegebenen Funktiondir fdie Spektren und Fre-
quenz@nge brauchen dabei nicht eingesetzt zu werden. Wie &dpw) aul3erhalb des
Bereichegw| < 3 gewahlt werden? Be@nden Sie lhre Antwort. (5 Punkte)

e) Zeigen Sie, dasBry(7) = Rzz(7) — Ruz(7) gilt. Nutzen Sie dabei die Orthogonalis-
eigenschatft, die sich durch das Wiener-Filter ergibt. (Bkee)

f) Berechnen SieSgg(jw) im Frequenzbereicho| < 3. Verwenden Sie dabei das in d)
ermittelteG(jw) und die angegebenen LDSen und Frequéangg. (5 Punkte)



Aufgabe 5 25 Punkte

Gegeben sei folgendes Blockschaltbild zur&ezhng der Amplitude komplexer Harmonischer:

N(nT)

aedwonT >(-I£ > X (nT)

Anhand von) Beobachtungen der Folg€, = X (nT), n =0,1,... , M — 1 soll ein “Maxi-
mum Likelihood”-Sclatzer fir die Amplitudea bestimmt werden. Dabei isteine unbekannte,
determinierte Gifze una’o™T kann als bekannt angenommen werden. Die Abtastfdlgel’)
ist einem statioaren weilRen GaulR-Prozess mit den Parametgrn= 0 und o3 = 1 entnom-
men.

a) Bestimmen Sie den Mittelwentx (nT) und Varianzo% (nT') von X (nT') als absolutes
zentrales Moment 2. Ordnung. Beachten Sie dabei, dass tje &g“°"" determiniert
ist. Ist.X (nT") statiorér, instatio@r oder zyklostatiofwr? Unterscheiden Sie dabei dile
wo = 0undwqy # 0. (5 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Likelihood-Funktioriif fx,(x|a) und die dazugeldrige Log-
Likelihood-Funktion. Es darf dabei angenommen werden,sdgg,(x|a) =

HT]\LJ:_Ol fxula(Tnla). (3 Punkte)
Hinweis: Verwenden Sidif die nachfolgende Aufgabe die Log-Likelihood-Funktion

M—-1
L=Ma-3)» (X(nT)—ae"").
n=0

c) Bestimmen Sie den ML-Séltwer Ay zur Schatzung des Parameters mit Hil-
fe von Beobachtungen der Funktioxi(n7"). Dabei darf angenommen werden, dass
SOME L er2eonT £ () sicher gestellt ist. (5 Punkte)

d) Ist der ML-Schatzer A,;; erwartungstreu? Begnden Sie lhre Antwort analytisch.
(4 Punkte)

e) [Nur SoPro ] Bestimmen Sie die Varianz des ML-Satzer Ay, fir wy = 0. Ist der
SchatzerA,,, furw, = 0 konsistent? Beginden Sie Ihre Antwort analytisch. (6 Punkte)

f) Fur welche Annahmen béglich « ist der ML-Sclatzer A4,,;, gleichzeitig ein MAP-
Schatzer? Bedinden Sie Ihre Antwort. (2 Punkte)



