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Aufgabe 1 14 Punkte

Auf dem Bildschirm eines Signalanalysators sehen Sie folgende grafische Darstellungen reeller
Funktionengi(x):
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Geben Sie in jeder der nachfolgenden Teilaufgaben a) bis d) die möglichen Zuordnungen an
und begr̈unden Sie Ihre Entscheidung jeweils stichpunktartig.

Welche der reellen Funktioneng1(x), g2(x), g3(x) und/oderg4(x) kann sein. . .

a) die WahrscheinlichkeitsdichtefunktionfX(x) einer kontinuierlichen Zufallsvariable
X? (3 Punkte)

b) die Musterfunktionyi(t) (mit x = t) eines mittelwertfreien, ergodischen Zufallsprozesses
Y (t)? (3 Punkte)

c) die Autokorrelationsfunktion (AKF)RUU(τ) (mit x = τ ) einesperiodischen, zeitkonti-
nuierlichen, station̈aren, reellen ZufallsprozessesU(t)? (3 Punkte)

d) die Kreuzkorrelationsfunktion (KKF)RV W (τ) (mit x = τ ) zweier zeitkontinuierlicher,
station̈arer, reeller ZufallsprozesseV (t) undW (t), wenn giltW (t) = V (t − t0)? Dabei
ist t0 eine positive reelle Konstante. (5 Punkte)

Bitte beachten Sie: Jede Funktiongi(x) kann unter Umsẗanden mehrere M̈oglichkeiten a) bis
d) erfüllen.
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Gegeben ist die reelle, Laplace-verteilte Zufallsvariable (ZV) X mit der Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion (WDF)

fX(x) =
1

2
e−|x|

und der Momenten-erzeugenden Funktion

ΦX(s) =
1

1 − s2
.

a) Skizzieren Sie die WDFfX(x). Berechnen Sie dazu die Werte vonfX(x) für x = −1,
x = 0, undx = 1. Achten Sie auf eine korrekte Achsenbeschriftung. Handeltes sich um
eine diskrete oder eine kontinuierliche ZV? Begründen Sie Ihre Antwort stichpunktartig.

(6 Punkte)

b) Bestimmen Sie die WahrscheinlichkeitP (X ≤ 0) und die WahrscheinlichkeitP (X ≥ 2).
(5 Punkte)

c) Bestimmen Sie die Kumulanten-erzeugende FunktionΨX(s). Leiten Siemit Hilfe von
ΨX(s) den linearen MittelwertmX und die Varianzσ2

X
vonX ab. (6 Punkte)

d) Die ZV X wird nun auf die ZVY abgebildet mit

Y = g(X) = X3 .

Bestimmen Sie die WDFfY (y) vonY . (4 Punkte)

e) Welche der nachfolgenden Funktioneng1(y) bis g3(y) stellt die WDFfY (y) dar? Be-
gründen Sie Ihre Antwort stichpunktartig. (2 Punkte)
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Betrachtet wird der zeitkontinuierliche, reelle GaußprozessX(t) mit der WDF

fX(x, t) =
1√
18π

· e−x
2

18

und der AKF

RXX(t1, t2) = RXX(t1 − t2) ,

wobei

RXX(t1 − t2) = 0 für |t1 − t2| ≥ t0 .

Die im folgenden Blockdiagramm dargestellte Anordnung, inder das System mit der Impulsant-
wort δ(t−t0) eine Verz̈ogerung umt0 > 0 bewirkt, erzeugt die ZufallsprozesseU(t) = a·X(t),
V (t) = b ·X(t− t0) undY (t) = U(t) + V (t). Dabei sinda undb reelle und von Null verschie-
dene Konstanten.

Durch Betrachtung der ZPe zum Zeitpunktt1 entstehen die ZufallsvariablenX1 = X(t1),
U1 = U(t1), V1 = V (t1) undY1 = Y (t1).

X(t) U(t)

V (t)

Y (t)

a

b

δ(t − t0)

a) Bestimmen Sie den MittelwertmX(t) und die Varianzσ2
X

(t) des Zufallsprozesses (ZP)
X(t). Ist der ZPX(t) schwach station̈ar (WSS)? IstX(t) streng station̈ar (SSS) oder kann
dar̈uber keine Aussage getroffen werden? Begründen Sie Ihre Antwort jeweils stichpunkt-
artig. (6 Punkte)

b) Bestimmen Sie den ErwartungswertE{U1 V1}. Sind die ZVnU1 und V1 unkorreliert,
sind sie orthogonal, sind sie statistisch unabhängig? Begr̈unden Sie Ihre Antwort jeweils
stichpunktartig. (6 Punkte)

c) Bestimmen Sie die Verbund-WDFfU1V1(u1, v1) der ZVnU1 undV1. (4 Punkte)

d) Bestimmen Sie die WDFfY1(y1) der ZVY1. (4 Punkte)
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Gegeben ist der exponentiell verteilte ZPX(t) mit der WDF

fX(x, t) =
1

(t + 1) · a · e−
1

(t+1)·a
·x · ε(x) = fX|A(x, t|a) .

Durch Betrachtung des ZPes zu den Zeitent1 6= t2 erhalten wir die statistisch unabhängigen
ZVn X1 = X(t1) undX2 = X(t2), die im Folgenden als Beobachtungen zur Schätzung des
rellen Parametersa verwendet werden.

a) Skizzieren Sie die WDFen für die Zeitent = 0 und t = 2 in ein gemeinsames Koordi-
natensystem. Setzen Sie für die Skizzea = 1 und berechnen Sie die Werte vonfX(x, 0)
und fX(x, 2) für x = 0 und x = 1. Achten Sie auf eine korrekte Achsenbeschriftung.

(4 Punkte)

b) Bestimmen Sie den linearen MittelwertmX(t) und die AKFRXX(t3, t4). Ist der ZPX(t)
schwach station̈ar (WSS)? Begr̈unden Sie Ihre Antwort stichpunktartig. (8 Punkte)

c) Bestimmen Sie die Likelihood-FunktionfX1X2|A(x1, x2|a) der beiden Beobachtungen
X1 und X2 und die zugeḧorige Log-Likelihood-FunktionJ(a) = ln fX1X2|A(x1, x2|a).

(4 Punkte)

Verwenden Sie f̈ur die nachfolgenden Teilaufgaben die folgende Log-Likelihood-Funktion:

J(a) = −2 ln a − ln(t1 + 1) − ln(t2 + 1) −
(

x1

t1 + 1
+

x2

t2 + 1

)

1

a
für x1, x2 ≥ 0 .

d) Bestimmen Sie den ’Maximum-Likelihood’-SchätzerÂML für den Parametera aufgrund
der BeobachtungenX1 undX2. (5 Punkte)

e) Ist der ’Maximum Likelihood’-ScḧatzerÂML erwartungstreu? Begründen Sie Ihre Ant-
wort durch kurzen rechnerischen Nachweis. (4 Punkte)
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Gegeben ist die obige Anordnung zeitkontinuierlicher, linearer zeitinvarianter Systeme mit den
reellwertigen Impulsantworteng1(t) und g2(t) sowie den entsprechendenÜbertragungsfunk-
tionenG1(jω) undG2(jω). Die zeitkontinuierlichen, reellen, stationären ZufallsprozesseX(t)
undN(t) sind mittelwertfrei und statistisch unabhängig. Die LeistungsdichtespektrenSXX(jω)
undSNN(jω) sind wie folgt gegeben:

SXX(jω) =
2

1 + ω2
,

SNN (jω) = N0 .

Die ÜbertragungsfunktionenG1(jω) undG2(jω) sind wie folgt gegeben:

G1(jω) =
√

1 + ω2 · rect
(ω

4

)

,

G2(jω) = rect
(ω

4

)

.

a) Skizzieren Sie das LeistungsdichtespektrumSV V (jω) und bestimmen Sie das Moment
zweiter Ordnungm(2)

V
für den ZPV (t). (5 Punkte)

b) Bestimmen Sie die AutokorrelationsfunktionRUU (τ) vonU(t). (4 Punkte)

Hinweis: Für die folgenden Teilaufgaben brauchen die gegebenen Wertefür G1(jω), G2(jω),
SXX(jω) undSNN (jω) nicht eingesetzt werden.

c) Bestimmen Sie die LeistungsdichtespektrenSY Y (jω) undSXY (jω) in Abhängigkeit von
G1(jω), G2(jω), SXX(jω) undSNN(jω). (5 Punkte)

d) Bestimmen Sie diëUbertragungsfunktionH(jω) für ein nichtkausales Wiener-Filter in
Abhängigkeit vonG1(jω), G2(jω), SXX(jω) undSNN(jω), so dass der mittlere quadra-
tische FehlerE{E2(t)} minimal wird. (4 Punkte)


