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Aufgabe 1 14 Punkte

a) Zuüberpr̈ufen ist:

fX(x) ≥ 0
∫ ∞

−∞
fX(x) dx = 1

Deshalb kommt nurg3(x) in Frage. (3 Punkte)

b) Bei einem ergodischen ZP ist der Zeitmittelwert mit Wahrscheinlichkeit Eins gleich dem
Ensemblemittelwert. Deshalb muss für einen mittelwertfreiem ergodischem ZP gelten:

lim
T→∞

1

2 T

∫ ∞

−∞
yi(t) dt = mX = 0

Deshalb kommen nurg2(x) undg4(x) in Frage. (3 Punkte)

c) Zu überpr̈ufen ist:

RUU(−τ) = RUU(τ)

RUU (0) ≥ |RUU(τ)| ∀ τ

DaU(t) periodisch ist, muss auchRUU(τ) periodisch sein.

Deshalb kommt nurg1(x) in Frage. (3 Punkte)

d) Es gilt

RV W (τ) = E{V (t + τ) W (t)} = E{V (t + τ) V (t − t0)} = RXX(τ + t0)

RV W (τ) ist also eine umt0 nach links verschobene AKF und somit muss gelten:
RV W (τ) ist symmetrisch bez̈uglich−t0
Das Maximum vonRV W (τ) liegt bei−t0.

Deshalb kommeng3(x) undg4(x) in Frage.
Auch g1(x) ist möglich, wennV (t) periodisch mit PeriodendauerT ist und gilt t0 = T .

(5 Punkte)



Aufgabe 2 23 Punkte

a)

fX(−1) = fX(1) =
1

2
e−1 = 0.184

fX(0) =
1

2

Skizze:

x

fX(x)

−1

0.184

1
2

1

X ist eine kontinuierliche ZV, dafX(x) keine Dirac-Impulse entḧalt. (6 Punkte)

b)

P (X ≤ 0) =

∫ 0

−∞
fX(x) dx = 0.5

aufgrund der Symmetrie vonfX(x).

P (X ≥ 2) =

∫ ∞

2

fX(x) dx =
1

2

∫ ∞

2

e−x dx

=
1

2

[

− e−x
]∞

2
=

1

2
(−0 + e−2) =

1

2
e−2 = 0.0677

(5 Punkte)

c)

ΨX(s) = ln ΦX(s) = ln
1

1 − s2
= ln 1 − ln(1 − s2) = − ln(1 − s2)

Ψ′
X(s) = − −2s

1 − s2
=

2s

1 − s2

Ψ′′
X(s) =

2 (1 − s2) + 4 s2

(1 − s2)2
=

2 + 2 s2

(1 − s2)2



mX = Ψ′
X(0) =

2 · 0
1 − 02

= 0

σ2
X = Ψ′′

X(0) =
2 + 2 · 02

(1 − 02)2
= 2

(6 Punkte)

d)

Y = g(X) = X3

y = g(x) = x3

x = y
1
3 = 3

√
y

g′(x) = 3x2

fY (y) =
fX(x)

|g′(x)| =
1
2
e−|x|

3 x2
=

1

6
(

3
√

y
)2 · e−| 3

√
y|

(4 Punkte)

e) fY (y) ist symmetrisch und hat einen Pol beiy = 0. Deshalb kann nurg1(y) die WDF
fY (y) sein. (2 Punkte)



Aufgabe 3 20 Punkte

a) Ein Vergleich der gegeben WDF mit der WDF einer normalverteilten ZV liefert:

mX(t) = 0

σ2
X(t) = 9

DamX(t) = 0 = const. undRXX(t1, t2) = RXX(t1 − t2) = RXX(τ), ist X(t) schwach
station̈ar (WSS).

Da X(t) ein Gaußprozess ist, folgt aus der schwachen Stationarität direkt die strenge
Stationariẗat. (6 Punkte)

b)

E{U1 V1} = E{aX(t3) bX(t3 − t0)} = a bRXX(t0) = 0

DaE{U1 V1} = E{U1} · E{V1}, sindU1 undV1 unkorreliert.

DaE{U1 V1} = 0, sindU1 undV1 orthogonal.

Da X(t) ein Gaußprozess ist, sindU1 und V1 gemeinsam normalverteilt. Deshalb folgt
aus der Unkorreliertheit die statistische Unabhängigkeit. (6 Punkte)

c) U1 undV1 sind gemeinsam normalverteilt und statistisch unabhängig. Deshalb gilt f̈ur die
gemeinsame Verbund-WDF:

mU1 = 0

mV1 = 0

σ2
U1

= E
{

(U1 − mU1)
2
}

= E
{

U2
1

}

= E
{

(a · X(t))2
}

= a2 σ2
X = 9 a2

σ2
V1

= E
{

(V1 − mV1)
2
}

= E
{

V 2
1

}

= E
{

(b · X(t − t0))
2
}

= b2 σ2
X = 9 b2

fU1V1(u1, v1) = fU1(u1) · fV1(v1) =
1

18π · a b
· e−

1
18

(

u2
1

a2 +
u2
2

b2

)

(4 Punkte)

d) Y1 ist eine Linearkombination zweier gemeinsam normalverteilter ZVn (U1 undV1). Des-
halb istY1 normalverteilt.

mY1 = E{Y1} = E{U1 + V1} = 0

σ2
Y1

= E
{

(Y1 − mY1)
2
}

= E
{

Z2
1

}

= E
{

(U1 + V1)
2
}

= E
{

U2
1 + 2U1 V1 + V 2

1

}

= E
{

U2
1 + V 2

1

}

= m
(2)
U1

+ m
(2)
V1

= σ2
U1

+ σ2
V1

= 9 (a2 + b2)

fY1(y1) =
1

√

18π (a2 + b2)
· e−

y2
1

18 (a2+b2)

(4 Punkte)



Aufgabe 4 25 Punkte

a) Skizze:

x

fX(x, 0)

fX(x, 0)

fX(x, 2)

fX(x, 2)

1
3

1

1

Nebenrechnung:

fX(x, 0) =
1

1
· e−x · ε(x), fX(0, 0) = 1, fX(1, 0) = 0.37

fX(x, 2) =
1

3
· e− 1

3
x · ε(x), fX(0, 2) = 0.33, fX(1, 2) = 0.24

(4 Punkte)

b) Ein Vergleich mit der WDF der Exponentialverteilung liefertλ = 1
(t+1) a

mX(t) = E{X(t)} =
1

λ
= (t + 1) a

RXX(t3, t4) = E{X(t3) X(t4)}

=

{

E{X2(t4)} = 2
λ2 = 2 (t3 + 1)2 a2 für t3 = t4

E{X(t3)} · E{Xt4} = (t3 + 1) a · (t4 + 1) a = a2 (t3 + 1)(t4 + 1) für t3 6= t4

DamX(t) 6= const., ist der ZP nicht WSS. (8 Punkte)

c) DaX1 undX2 statistisch unabḧangig sind, gilt

fX1X2|A(x1, x2|a) = fX1(x1) · fX2(x2) =
1

(t1 + 1) (t2 + 1) a2
· e−

[

x1
(t1+1)

+
x2

(t2+1)

]

1
a · ε(x1) · ε(x1)

J(a) = ln fX1X2|A(x1, x2|a)

= −2 ln a − ln(t1 + 1) − ln(t2 + 1) −
(

x1

t1 + 1
+

x2

t2 + 1

)

1

a
für x1, x2 ≥ 0

(4 Punkte)



d)

∂J(a)

∂a
= −2

a
+

(

x1

t1 + 1
+

x2

t2 + 1

)

1

a2

!
= 0

(

x1

t1 + 1
+

x2

t2 + 1

)

1

a
= 2

âML =
1

2

(

x1

t1 + 1
+

x2

t2 + 1

)

ÂML =
1

2

(

X1

t1 + 1
+

X2

t2 + 1

)

(5 Punkte)

e)

E
{

ÂML

}

= E
{

1

2

(

X1

t1 + 1
+

X2

t2 + 1

)}

=
1

2
E
{

X1

t1 + 1
+

X2

t2 + 1

}

=
1

2

(

1

t1 + 1
mX1 +

1

t2 + 1
mX2

)

=
1

2

(

a (t1 + 1)

t1 + 1
+

a (t2 + 1)

t2 + 1

)

= a

Deshalb istÂML erwartungstreu. (4 Punkte)



Aufgabe 5 18 Punkte

a) Nebenrechnung:

SV V (jω) = |G2(jω)|2 SNN (jω) =
(

rect
(ω

4

))2

· N0 = rect
(ω

4

)

· N0

Skizze:

x

SV V (jω)

−2 2

N0

Moment 2. Ordnung

m
(2)
V =

1

2π

∫ ∞

−∞
SV V (jω)dω =

2 N0

π

(5 Punkte)

b)

SUU (jω) = |G1(jω)|2 · SXX(jω) =
(√

1 + ω2 · rect
(ω

4

))2

· 2

1 + ω2
= 2 · rect

(ω

4

)

RUU(τ) = F−1{SUU(jω)} =
4

π
si(2 τ)

(4 Punkte)

c)

SY Y (jω) = S(g1∗X+g2∗N)(g1∗X+g2∗N)(jω) = |G1(jω)|2 SXX(jω) + |G2(jω)|2 SNN(jω)

SXY (jω) = SX(g1∗X+g2∗N)(jω) = G∗
1(jω) SXX(jω)

(5 Punkte)

d)

H(jω) =
SXY (jω)

SY Y (jω)
=

G∗
1(jω) SXX(jω)

|G1(jω)|2 SXX(jω) + |G2(jω)|2 SNN(jω)

(4 Punkte)


